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В данной работе рассматриваются системы материальных точек в евклидовом пространстве, взаимодействую-
щих как друг с другом, так и с внешним полем. Для случая произвольного парного взаимодействия между телами,
зависящего только от их взаимного расстояния, указаны новые интегралы, образующие вектор галилеева момента.
Приведена соответствующая алгебра интегралов, которую образуют интегралы импульса, момента импульса и гали-
леева момента.
Рассмотрены системы частиц, взаимодействие между которыми описывается однородным потенциалом степени
однородности α = −2. Для этих систем приведена наиболее общая форма дополнительного первого интеграла дви-
жения, называемого нами интегралом Якоби. Указана новая нелинейная алгебра интегралов, включающая интеграл
Якоби. Систематически описана новая процедура редукции и возможность ее применения в динамике для понижения
порядка гамильтоновых систем.
В статье также приводится ряд новых интегрируемых и суперинтегрируемых систем, являющихся обобщением
классических. Приведен ряд обобщений тождества Лагранжа для систем с однородным потенциалом степени одно-
родности α = −2, а также с помощью компьютерных экспериментов доказана неинтегрируемость задачи Якоби на
плоскости.
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Multiparticle Systems. The Algebra of Integrals and Integrable Cases
Systems of material points interacting both with one another and with an external field are considered in Euclidean
space. For the case of arbitrary binary interaction depending solely on the mutual distance between the bodies, new integrals
are found, which form a Galilean momentum vector. A corresponding algebra of integrals constituted by the integrals
of momentum, angular momentum, and Galilean momentum is presented. Particle systems with a particle-interaction
potential homogeneous of degree α = −2 are considered. The most general form of the additional integral of motion,
which we term the Jacobi integral, is presented for such systems. A new nonlinear algebra of integrals including the Jacobi
integral is found. A systematic description is given to a new reduction procedure and possibilities of applying it to dynamics
with the aim of lowering the order of Hamiltonian systems.
Some new integrable and superintegrable systems generalizing the classical ones are also described. Certain
generalizations of the Lagrangian identity for systems with a particle-interaction potential homogeneous of degree α =
= −2 are presented. In addition, computational experiments are used to prove the nonintegrability of the Jacobi problem
on a plane.
Keywords: multiparticle systems, Jacobi integral
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Введение
В данной работе рассматриваются системы материальных точек в евклидовом простран-
стве, взаимодействующих как друг с другом, так и с внешним полем. В частности, к этим задачам
сводятся многие задачи небесной механики. Для случая произвольного парного взаимодействия
между телами, зависящего только от их взаимного расстояния, указаны новые интегралы, обра-
зующие вектор галилеева момента. Приведена соответствующая алгебра интегралов, которую
образуют интегралы импульса, момента импульса и галилеева момента. Для определения воз-
можности редукции по указанным интегралам мы следуем классической процедуре, основанной
на общей теореме Ли–Картана и связанной с алгеброй Ли первых интегралов. Эта процедура,
в свою очередь, фактически базируется на процедуре редукции Рауса. Отметим, что в небесной
механике указанная нами алгебра не рассматривалась в связи с тем, что все известные ранее
задачи, как правило, обладали галилеевой инвариантностью и решались с помощью приведе-
ния задачи к системе центра масс. Однако имеется ряд задач, связанных с динамикой частиц
в пространствах постоянной кривизны, в которых галилеева инвариантность пропадает, а ком-
поненты галилеева момента становятся адиабатическими инвариантами. Это дает возможность
применить к задачам небесной механики в пространствах постоянной кривизны развитую га-
мильтонову теорию возмущения.
Оказывается, что дополнительной симметрией обладают и системы частиц, взаимодействие
между которыми описывается однородным потенциалом степени однородности α = −2. Такого
рода системы рассматривались еще Ньютоном и, в более систематической форме, Якоби, Шази,
Воронцом. Для этих систем существует дополнительная скрытая симметрия, которой соответ-
ствует первый интеграл движения, называемый нами интегралом Якоби. Данный интеграл ука-
зывался ранее в различных работах, начиная с Якоби, однако мы приводим его в более общем
виде. Кроме того, нами была указана новая нелинейная алгебра интегралов, включающая инте-
грал Якоби. После нахождения алгебры интегралов мы систематически описываем новую про-
цедуру редукции и возможность ее применения в динамике для понижения порядка гамильтоно-
вых систем. Данная процедура имеет достаточно общую форму и связана именно со степенью
однородности потенциала α = −2. К сожалению, способы применения этой процедуры в общей
форме пока не выяснены. Отметим лишь, что данная редукция существенно отличается от редук-
ции Рауса, так как связана с квадратичным по импульсам интегралом движения и носит в нашем
представлении негамильтонов характер.
В статье также приводится ряд новых интегрируемых и суперинтегрируемых систем, явля-
ющихся обобщением классических. Приведен ряд обобщений тождества Лагранжа для систем
с однородным потенциалом степени однородности α = −2, а также с помощью компьютерных
экспериментов доказана неинтегрируемость задачи Якоби на плоскости. Кроме того, в ходе ста-
тьи указывается на ряд новых нерешенных вопросов и направлений исследования в небесной
механике.
1. ЗадачаN тел
1.1. Интегралы движения, редукция, алгебра интегралов
Рассмотрим классическую задачу N тел произвольных масс mi, i = 1..N , движущихся
в пространствеRn под действием потенциальных сил, зависящих от взаимных расстояний между
телами. Стандартным образом обозначим положение и импульс i-того тела n-мерными вектора-
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ми ri и pi. Тогда уравнения движения в гамильтоновой форме имеют вид
r˙i =
∂H
∂pi
, p˙i = −∂H
∂ri
, i = 1 . . . N,
H = 1
2
∑ p2i
mi
+ U(|ri − rj |),
(1.1)
где гамильтониан H задает полную энергию системы тел.
Хорошо известно, что уравнения (1.1) инвариантны относительно группы E(n) движений
пространства Rn. Вследствие этого, по теореме Нётер [74], они допускают n + n(n− 1)
2
первых
интегралов движения
P =
∑
pi, Mµν =
∑
i
r(i)µ p
(i)
ν − r(i)ν p(i)µ , (1.2)
выражающих законы сохранения полного импульса и момента импульса системы тел. Здесь
и далее латинские индексы нумеруют тела, а греческие — компоненты векторов и тензоров.
Кроме того, уравнения (1.1) инвариантны относительно преобразований к равномерно дви-
жущейся (относительно исходной) системе координат. Совместно с движениями пространства
эти преобразования образуют группу преобразований Галилея. Соответствующие (по теореме
Нётер) интегралы движения
c = R − P∑
mi
t, где R =
∑
miri∑
mi
(1.3)
являются неавтономным (явно зависящим от времени) и связаны с равномерным и прямолиней-
ным движением центра масс R.
Интегралы (1.2) и (1.3) позволяют провести редукцию на n+ 1
2
(
n(n− 1)
2
+
[
n
2
])
степеней
свободы (квадратными скобками здесь и далее обозначена целая часть числа).
Классическая процедура редукции в рассматриваемом случае состоит из двух этапов.
1. Редукция по группе трансляций и группе Галилея на n степеней свободы. Данная редукция
проводится с помощью предложенного Якоби [32] перехода к барицентрическим (связан-
ным с центром масс) координатам
ξk = rk+1 −Rk, k = 1..N − 1, где Rk =
k∑
i=1
miri/
k∑
i=1
mi. (1.4)
2. Редукция по группе вращений SO(n) на 1
2
(
n(n− 1)
2
+
[
n
2
])
степеней свободы. В случае
задачи о движении трех тел в R3 данная процедура называется исключение узла и может
быть проведена различными способами [12, 55, 70].
Отметим, что интегралы (1.3) являются неавтономными. Это, в частности, не позволяет
применить принадлежащий Пуанкаре алгебраический метод понижения порядка, являющийся
гамильтоновым вариантом понижения порядка по Раусу и обобщенный Е. Картаном на случай
некоммутативной алгебры интегралов [17].
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Приведем основную теорему, на которую опирается алгебраическая процедура редукции.
Рассмотрим гамильтонову систему с первыми (автономными) интегралами F1, . . . , Fk, такими,
что {Fi, Fj} = aij(F1, . . . , Fk). Набор интегралов F1, . . . , Fk задает естественное отображение
F : M → Rk, а функции aij в общем случае нелинейны. При этом, как показал Картан, справед-
лива следующая теорема.
Теорема 1 (Ли–Картан). Пусть точка c ∈ Rk не является критическим значени-
ем отображения F и в ее окрестности ранг матрицы ||aij || постоянен. Тогда в малой
окрестности U ⊂ Rk точки c найдутся k независимых функций ϕs : U → R, таких, что
функции Φs = ϕs ◦ F : N → R, N = F−1(U) удовлетворяют следующим соотношениям:
{Φ1, Φ2} = . . . = {Φ2q−1, Φ2q} = 1, (1.5)
все остальные скобки {Φi, Φj} = 0. Число 2q равно рангу матрицы ||aij ||.
Доказательство можно найти в работе [17].
Теорема Ли–Картана, вообще говоря, обобщает некоторые общие наблюдения, возникшие
при понижении порядка в небесной механике, которые восходят к Лагранжу, Лиувиллю, Бертра-
ну, Буру, Ли и многим другим. Мы не будем здесь подробно останавливаться на этом многогран-
ном вопросе, однако отметим, что с этой точки зрения сама процедура редукции и смысл нахож-
дения алгебры интегралов состоит в том, что если найдены первые интегралы системы и описана
алгебра интегралов, то мы сразу можем понять, на сколько степеней свободы можно понизить
порядок системы. А также можем выполнить конструктивную редукцию.
Надо сказать, что в классической задаче трех тел все эти соображения, имеющие в на-
чале неформальный характер, активно использовались еще Лагранжем, который вводил вза-
имные расстояния между телами и соответствующие проекции скоростей при редукции задачи
трех тел. В наиболее симметричной форме классическая процедура редукции содержится в ра-
ботах [36, 37]. А в наиболее систематической и развернутой форме — в замечательной рабо-
те Бура [12], где им существенно используются таблицы коммутации и пуассонова структура.
В некотором смысле статья Бура была плохо оценена с точки зрения процедуры Ли, хотя в ней
он предвосхитил многие моменты, развитые потом в работах [1, 8].
В чем же состоит смысл этой процедуры? Если мы имеем алгебру интегралов, то дальней-
шая схема редукции состоит в нахождении функций инвариантных относительно действия этой
алгебры интегралов. Именно эти функции являются координатами редуцированной системы.
Если алгебра интегралов линейна, то есть представляет собой алгебру Ли, то в качестве
координат просто берутся инварианты действия соответствующей группы Ли. Если же алгебра
нелинейна, то ищутся инвариантные функции фазовых потоков, порождаемых первыми интегра-
лами. При этом сначала выделяется некоторый набор функций (обычно выбираемый из каких-
то естественных соображений), который затем пополняется, используя так называемый метод
Якоби. При этом в качестве новых берутся функции, получаемые при коммутации уже извест-
ных функций (или их комбинации). Пополнение происходит до тех пор, пока набор функций не
замкнется, после чего мы получаем замкнутую алгебру. Как правило, это и будет алгебра, на
которой определена приведенная система. Необходимо только, чтобы гамильтониан полностью
выражался через найденные функции (являющиеся переменными приведенной системы). По-
дробно данный алгоритм описан, например, в книге [76], где также указано приложение данного
метода для теории вихрей.
Сформированная алгебра приведенной системы может оказаться вырожденной, то есть со-
держать некоторые функции Казимира. В принципе такая система уже будет приведенной и ее
можно исследовать. Однако для некоторых задач, например, в теории возмущений, удобнее
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иметь каноническое представление приведенной системы. В этом случае производится проце-
дура редукции на симплектический лист. Для алгебр Ли это хорошо отлаженная техника, восхо-
дящая к Буру. В случае нелинейной алгебры это становится уже искусством и необходимы до-
полнительные соображения, которые как раз и развиваются нами ниже для случая систем с од-
нородным потенциалом степени α = −2. Здесь стандартные соображения по симплектизации не
работают, но оказывается, что существует некоторая новая конструкция, связанная с проекци-
ей на сферу и заменой времени. При этом все рассматриваемые нами процедуры редукции мы
стремимся выполнить в конструктивном явном виде.
Рассмотрим в качестве примера движение трех тел в пространстве R3. Автономные инте-
гралы (1.2) в этом случае образуют алгебру e(3), при этом в теореме 1 следует положить k =
= 6, q = 2. Теорема Ли–Картана в этом случае позволяет провести редукцию на четыре степе-
ни свободы. В то же время классическая процедура редукции (см. стр. 56) позволяет исключить
пять степеней свободы. Таким образом, для корректной редукции по Ли–Картану не хватает еще
одного независимого автономного интеграла в инволюции с (1.2).
Оказывается, для произвольной системы N тел в Rn существует еще один набор автоном-
ных первых интегралов движения, на существование которых для задачи трех тел в R3 указал
С. Ли в работе [46]. В этой же работе он привел коммутационные соотношения для указанных
интегралов и построил набор из пяти независимых интегралов в инволюции. Тем самым Ли ука-
зал на возможность редукции задачи трех тел в R3 на пять степеней свободы алгебраическими
методами. В дальнейшем алгебраические методы исследования свободного движения и редук-
ции С. Ли планировал перенести на небесную механику в пространствах постоянной кривиз-
ны. В частности, в одной из сносок в своей работе [46] он пишет: «В дальнейшем я разовью
механику на n-мерных многообразиях постоянной кривизны. Интегралы, обусловлен-
ные свободным движением соответствующего пространства, можно вывести, следуя
общим принципам, которые я опишу позднее. Настоящая же работа показывает, как
лучше всего использовать полученные интегралы. Существует ли уже соответствую-
щая теория, мне неизвестно». Однако затем он отказался от этой мысли в силу различных
причин (с научной биографией С. Ли читатель может ознакомиться в книгах [89, 63]).
Приведем теперь теорему, обобщающую результаты С. Ли.
Теорема 2. Уравнения (1.1) движения N тел в Rn помимо (1.2) допускают еще
n(n− 1)
2
автономных интегралов движения
Qµν = RµPν −RνPµ, µ, ν = 1 . . . n. (1.6)
Причем указанные интегралы связаны друг с другом и интегралами P соотношениями∑
<µ,ν,ρ>
εµνρQµνPρ = 0, (1.7)
где µ 6= ν 6= ρ 6= µ, а суммирование ведется по циклическим перестановкам индексов.
Доказательство.
Доказательство первой части теоремы проводится с помощью исключения времени из раз-
личных пар интегралов (1.3). Действительно,
Qµν = cµPν − cνPµ = RµPν −RνPµ. (1.8)
Уравнения связи (1.7) при этом непосредственно следуют из вида интегралов (1.6).
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Заметим, что интегралы (1.6) образуют тензор усредненного момента импульса системы,
то есть представляют собой момент импульса тела массы µ =
∑
mi, помещенного в центр масс
и движущегося с импульсом, равным полному импульсу системы тел. Существование тензорного
интеграла (1.6) (так же, как и (1.3)) связано с инвариантностью уравнений движения относитель-
но группы Галилея, поэтому в дальнейшем мы будем называть его галилеев момент. Отметим
также, что указанные интегралы зависят от выбора системы координат. Таким образом, клас-
сический переход к барицентрическим координатам можно рассматривать как конструктивную
форму редукции по интегралам P и Q .
Приведем теперь скобки Пуассона интегралов (1.2) и (1.6). Здесь и далее мы ограничимся
случаем движения N тел в R3. Обобщение на случай более высоких размерностей не представ-
ляет сложности и может быть проведено, следуя, например, [90]. Стандартным образом перейдем
от тензоров к векторам полного и галилеева моментов Mµν = εµνρMρ, Qµν = εµνρQρ. Скобка
Пуассона при этом имеет вид
{Mµ, Mν} = εµνρMρ, {Mµ, Qν} = εµνρQρ, {Mµ, Pν} = εµνρPρ,
{Qµ, Qν} = εµνρQρ, {Qµ, Pν} = εµνρPρ, {Pµ, Pν} = 0.
(1.9)
Алгебра интегралов (1.9) обладает тремя функциями Казимира
K0 = (Q , P), K1 = (M , P), K2 = |M −Q |2, (1.10)
одна из которых необходимо равна нулю K0 = 0 и представляет собой уравнение связи (1.7).
Рассмотрим теперь вопрос о понижении порядка системы (1.1) с помощью интегралов
M ,P ,Q . В случае R3 справедлива следующая теорема.
Теорема 3. Интегралы (1.2) и (1.6) позволяют провести редукцию задачи о движе-
нии N тел в R3 на пять степеней свободы.
Доказательство.
Вычислим ранг якобиана rank
(
∂(M ,P ,Q)
∂(ri, pi)
)
= 8 и ранг матрицы скобки интегралов
rank({(M ,P ,Q), (M ,P ,Q)}) = 6. Из полученных значений рангов можно заключить, что из
девяти интегралов M ,P ,Q восемь являются независимыми, а алгебра интегралов (1.9) облада-
ет двумя нетривиальными функциями Казимира. Следовательно, в общем случае из интегралов
M ,P ,Q можно построить 2 + 6
2
= 5 независимых интегралов в инволюции. В качестве таких
интегралов, следуя С. Ли, можно выбрать P1, P2, P3, K1 и K2. Таким образом, по теореме Ли-
увилля задачу о движении N тел на сфере можно редуцировать на пять степеней свободы, что
согласуется с классической процедурой редукции, использующей барицентрические координа-
ты.
1.2. Задача двух тел в пространствах постоянной кривизны. Постановка задачи
Как уже говорилось выше, в работе Ли [46], посвященной исследованию плоской задачи N
тел, в одном из комментариев имеется указание на задачу N тел в пространствах постоянной
кривизны. Хорошо известно, что в этом случае отсутствует группа преобразований Галилея и нет
аналога интеграла центра масс. Хотя само понятие центра масс в искривленном пространстве
можно постулировать (вообще говоря, различными способами), что сделано, например, в работе
Жуковского [82], а также в работе Г. А. Гальперина [79].
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Основные результаты, постановки задач и систематические исследования механики точек
и твердых тел в искривленных пространствах содержатся в фундаментальной работе Килин-
га [40]. Многие результаты этой работы потом переоткрывались, обзор современных исследо-
ваний в данном направлении можно найти, например, в сборнике работ [78].
Надо отметить, что исследования механики в искривленных пространствах были весьма по-
пулярны в конце 19-го и начале 20-го века. Это было связано, в частности, с созданием неевкли-
довой геометрии. Еще ее создатели Лобачевский, Риман и Бельтрами ставили задачу описания
не только геометрии и кинематики, но и динамики в искривленных пространствах. На этом пути
возникло обобщение ньютоновского закона притяжения для пространств постоянной кривиз-
ны. В начале 20-го века интерес к этим исследованиям утих в связи с созданием сначала спе-
циальной, а затем и общей теории относительности. В общей теории относительности понятие
кривизны играет существенную роль — тензор кривизны Римана входит в уравнения общей тео-
рии относительности. Однако смысл кривизны в теории относительности несколько другой, ей
отводится некая динамическая роль, связанная с понятием гравитирующей массы.
Уже во времена Эйнштейна на базе теории относительности многие математики, в част-
ности, Шази, Леви-Чивита и другие, пытались построить релятивистскую небесную механику
и формулировали задачу N тел в релятивистском пространстве. При этом само пространство
оставалось евклидовым, а наличие кривизны, вызванной присутствием гравитации, приводило
к некоторым поправкам в закон притяжения. В частности, в качестве такой поправки возник по-
тенциал, обратно пропорциональный квадрату расстояния между телами, который мы подробно
исследуем ниже. Впервые эту поправку к потенциалу исследовал Ньютон, который ставил во-
прос о виде потенциала, при котором движение материальной точки в центральном поле явля-
ется замкнутым в некоторой равномерно вращающейся системе координат. Другая возможность
введения этой добавки связана с учетом несферичности гравитирующих планет.
Помимо классического релятивистского подхода, когда евклидово пространство искривля-
ется в присутствии гравитирующих масс, можно рассмотреть движение в изначально искрив-
ленном пространстве. В этом случае мы также можем получить уравнения теории гравитации
и теории относительности, но уже в искривленном пространстве. Для простоты при этом стоит
рассматривать пространства постоянной кривизны. Еще Эйнштейн, Эддингтон, де Ситтер пред-
лагали соответствующие статические модели реального мира. В частности, за сферическим про-
странством S3 закрепилось название «мир Эйнштейна».
Введение кривизны в теорию гравитацию является вполне осмысленным. Действитель-
но, одним из самых значительных достижений теории гравитации является идея Фридмана
о рассмотрении изотропных вселенных. В рамках теории гравитации можно мыслить кривиз-
ну пространства как некоторое фоновое распределение массы вселенной. Наиболее полный
и современный анализ теории гравитации в искривленном пространстве содержится в работе
Н. А. Черникова [19], где он вместо евклидова пространства рассматривает пространство Лоба-
чевского. В своей работе Н. А. Черников обобщает уравнения гравитации и исследует простей-
шие задачи в рассматриваемом пространстве. В этой же работе он приводит свое обоснование
необходимости введения фоновой кривизны, связанное с тензорным анализом и независимостью
псевдотензора энергии гравитационного поля от выбора системы координат.
Так же, как и в евклидовом пространстве, с помощью предельного перехода из уравне-
ний общей теории относительности для искривленного пространства можно получить уравнения
ньютоновской механики в пространстве постоянной кривизны. То есть рассматриваемая нами
классическая механика в пространстве постоянной кривизны является промежуточной между
ньютоновской механикой и теорией относительности в искривленных пространствах. С одной
стороны, она существенно проще релятивистской, а с другой — может объяснить ряд реля-
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тивистских динамических эффектов, в частности смещение перигелия Меркурия. Отметим, что
объяснение Эйнштейна для смещения перигелия Меркурия в конечном итоге сводится к возму-
щению потенциала взаимодействия плоской задачи, которое связано с кривизной пространства.
И в этом смысле объяснение с точки зрения классической механики в пространстве постоян-
ной кривизны также имеет право на существование, и в некотором смысле является даже более
строгим. Эта и некоторые другие задачи небесной механики в пространствах постоянной кривиз-
ны рассматривались нами в работах [9, 10, 11, 39].
Рассмотрим теперь задачу N тел в пространствах постоянной кривизны. Для этого пара-
метризуем сферу S3 (псевдосферу L3), используя избыточные координаты четырехмерного ев-
клидова пространства R4 (пространства МинковскогоM4) со связью
Φ(q) = 1
2
(
gµνq
µqν ∓R2) = 1
2
(〈q , q〉 ∓R2) = 0, (1.11)
где g = diag(1, 1, 1, 1) (g = diag(−1, 1, 1, 1)) — соответствующая метрика. Здесь и далее верхний
знак соответствует сфере, а нижний знак — псевдосфере. Метрика соответствующего простран-
ства 〈·, ·〉 индуцирует метрику сферы на S3 и метрику Лобачевского на псевдосфере L3.
Движение N частиц в избыточных координатах в потенциале U(q1, . . . , qN ) описывается
лагранжианом
L = 1
2
N∑
i=1
〈q˙i, q˙i〉 − U(q1, . . . , qN )
со связью (1.11). Используя гамильтонов формализм систем со связями [74], получаем гамиль-
тониан
H = 1
2
N∑
i=1
(
〈pi, pi〉 −
〈pi, qi〉2
〈qi, qi〉
)
+ U(q1, . . . , qN ). (1.12)
Уравнения движения q˙ = ∂H
∂p
, p˙ = −∂H
∂q
в переменных q , p являются каноническими.
Как хорошо известно [47, 31, 80, 40, 42, 59], аналогом ньютоновского потенциала взаимо-
действия между телами на сфере является
U(qi, qj) = −γ ctg θij = −γ
〈qi, qj〉√
R2 ∓ 〈qi, qj〉2
, i, j = 1, . . . , N, i 6= j. (1.13)
Напомним, что потенциал (1.13) может быть получен либо из решения уравнения Лапласа–
Бельтрами на сфере S3, инвариантного относительно группы SO(3) и имеющего особенность
в полюсе θ = 0, либо при перенесении теоремы Бертрана на сферу [84, 47]. Таким образом, клас-
сическая задача N тел в пространствах постоянной кривизны описывается гамильтонианом
H = 1
2
N∑
i=1
(
〈pi, pi〉 −
〈pi, qi〉2
〈qi, qi〉
)
− γ
N∑
i>j=1
〈qi, qj〉√
R2 ∓ 〈qi, qj〉2
. (1.14)
Как было показано в [11], задача двух тел в пространствах постоянной кривизны являет-
ся неинтегрируемой. Однако в пределе R → ∞ она переходит в интегрируемую классическую
задачу двух тел. Отметим, что при обратном переходе от плоской к искривленной задаче сохра-
няются интегралы типа момента, однако пропадает галилеева инвариантность. В связи с этим
было бы интересно построить стандартную теорию возмущения для плоской задачи, используя
в качестве параметра возмущения кривизну пространства, а интегралы галилеева момента (или
их комбинации) — в качестве адиабатических инвариантов.
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2. Натуральная система с однородным потенциалом степени
α = −2
2.1. Интегралы движения
Рассмотрим натуральную систему с потенциаломUα(r), являющимся однородной функцией
степени однородности α по переменным ri, i = 1..N
H = 1
2
N∑
i=1
p2i
mi
+ Uα(r). (2.1)
Как известно, для потенциала Uα(r) справедливо тождество Эйлера
(r ,
∂Uα
∂r
) = αUα. (2.2)
Эволюция центрального момента инерции I =
N∑
i=1
mir
2
i для таких систем описывается формулой
Лагранжа
I¨ = 4H − 2(α+ 2)Uα. (2.3)
Некоторые обобщения формулы Лагранжа на системы со связями на случай, когда потенциаль-
ная энергия квазиоднородна по координатам, а также на континуум взаимодействующих частиц
можно найти в недавней работе [41].
В рассматриваемом случае α = −2 формула Лагранжа упрощается, при этом уравнение для
момента инерции может быть проинтегрировано явно
I(t) = 2Ht2 + at+ b, (2.4)
здесь a и b — константы интегрирования. Из (2.4) следует восходящее к Якоби утверждение для
системы N частиц с потенциалом U−2(r).
Утверждение 1 (Якоби). В случае отрицательных энергий H < 0 все частицы си-
стемы столкнутся за конечное время, а в случае положительной энергииH > 0 по край-
ней мере одно взаимное расстояние между телами будет бесконечно возрастать при
стремлении t→ ±∞.
Константы интегрирования a и b являются неавтономными (явно зависящими от времени)
интегралами движения. Впервые на их существование указал Якоби [33], при исследовании за-
дачи трех тел на прямой с потенциалом U =
N∑
i,j=1,i>j
mimj
(xi − xj)2
. В явном виде для произвольного
потенциала U = U−2(r) интегралы a и b записываются следующим образом:
a = 2(r , p)− 4Ht, b = 2Ht2 − 2(r , p)t+ I, (2.5)
где H — гамильтониан системы.
Заметим, что при α = −2 на фиксированном уровне интеграла энергии формула Лагран-
жа (2.3) принимает вид уравнения Ньютона с постоянной силой. Данное уравнение допускает
очевидный интеграл энергии
h = 1
2
I˙2 − 4IH = a2
2
− 4bH, (2.6)
который будет являться интегралом движения и для всей системы. Таким образом, справедлива
следующая теорема.
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Теорема 4. Натуральная система (2.1) с потенциаломU−2(r) допускает первый ин-
теграл движения
J = −h/2 = 2IH − (r , p)2, (2.7)
который можно интерпретировать как энергию радиального движения рассматрива-
емой системы.
Можно показать, что уравнения движения системы (2.1) с потенциалом U−2(r) инвариант-
ны относительно однопараметрических групп преобразований координат и времени следующего
вида
Ga :
{
r → eλr ,
t→ e2λt; Gb :

r → r
1− λt ,
t→ t
1− λt ,
(2.8)
где λ — параметр растяжения. Указанным преобразованиям по теореме Нётер соответствуют
неавтономные интегралы a и b (2.5). Скобки Пуассона этих интегралов друг с другом и с гамиль-
тонианом имеют вид
{H, a} = −4H, {H, b} = −a, {a, b} = −4b, (2.9)
они образуют скобку Ли–Пуассона, соответствующую алгебре sl(2). Функцией Казимира этой
алгебры является автономный интеграл (2.7). Причем, в отличие от интегралов (2.5), его суще-
ствование связано со скрытой симметрией задачи, которой не соответствует никакой очевидной
группы преобразований фазового пространства.
ЗАМЕЧАНИЕ 1. Заметим, что для момента инерции I выполняется равенство
...
I = 0. Таким образом,
для произвольной системы дифференциальных уравнений можно сформулировать следующую лемму.
Лемма 1. Пусть функция фазовых переменных f(r ,p) удовлетворяет равенству
d3 f(r ,p)
d t3
=
= 0. Тогда, кроме интеграла J1 =
d2 f(r ,p)
d t2
, уравнения движения допускают первый интеграл
вида
J2 = 2f f¨ − f˙2. (2.10)
ИСТОРИЧЕСКИЙ КОММЕНТАРИЙ 1. Впервые интеграл (2.7) был получен Якоби [34] при исследо-
вании задачи о движении материальной точки в R3 под действием центральных сил с добавлением произ-
вольного однородного потенциала степени однородности α = −2, то есть
H = 1
2
p2 + V (|r |) + U−2(r), p , r ∈ R3. (2.11)
В дальнейшем рядом авторов [13, 14, 50, 52, 88] с помощью построения представления Лакса была
показана интегрируемость системы Калоджеро–Мозера и некоторых ее обобщений, которые также вхо-
дят в рассматриваемый нами класс систем. Однако интеграл (2.7) для этих систем явно указан не был,
хотя и содержится в полученном представлении Лакса.
В наиболее общем виде для произвольного однородного потенциала степени однородности α = −2
интеграл (2.7) впервые был приведен Албуи и Шенсине в работе [1].
ИСТОРИЧЕСКИЙ КОММЕНТАРИЙ 2. Однородные потенциалы степени однородности α = −2 рас-
сматривались еще Ньютоном в связи с задачей нахождения таких законов движения, при которых орбиты
системы будут замкнуты во вращающейся системе координат. Оказалось, что этому случаю соответству-
ет добавление к классическому потенциалу слагаемого, обратно пропорционального квадрату расстояния
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между телами. Отдельно такого рода потенциал рассматривал современник Ньютона и издатель второго
издания «Principia» Р. Котес, показавший, что движения в этом потенциале представляют собой спирали,
названные позднее спиралями Котеса. Вообще, добавки к потенциалу вида U(r) ∼ |r |−2 постоянно рас-
сматривались в небесной механике в качестве поправочных членов, необходимых для объяснения неко-
торых наблюдений, не укладывающихся в теорию Ньютона. В частности, такие поправки рассматривал
еще А. Клеро для объяснения движения апсиды лунной орбиты. В дальнейшем П. Лаплас развил мето-
ды небесной механики, доказав, что закон всемирного тяготения полностью объясняет движение планет,
если представить их взаимные возмущения математическими рядами.
Обсуждение поправок к ньютоновскому потенциалу, введенных Эйнштейном для объяснения сме-
щения перигелия Меркурия, содержится в обзоре [20]. Отметим, что поправки к потенциалу вида |r |−2
использовал А. Эйнштейн при объяснении смещения перигелия Меркурия. Кроме того, такого же вида
поправки рассматриваются и в релятивистской задаче двух тел (так называемой задаче Манева). Неинте-
грируемость последней была показана в работе [21]. Квантовая механика с подобного рода потенциалом
была рассмотрена в статье Дж. Шотли [60].
В наиболее систематическом виде классическую небесную механику с взаимодействием, описывае-
мым однородным потенциалом степени однородностиα = −2, рассматривал П. В. Воронец [69, 70, 71, 72].
В частности, он подробно исследовал равнобедренные конфигурации в задаче трех тел, а также указал ряд
интересных частных решений задачи N тел, которые можно до конца исследовать с помощью построения
квадратур [70]. В работах [69, 71] им указаны новые нетривиальные решения плоской и пространствен-
ной задачи N тел, которые отсутствуют при ньютоновском законе притяжения. В работе [72] Воронец
рассматривает закон α = −2, если на систему наложены дополнительные связи. Дальнейшим изучением
данных решений занимались Банахиевич [3], Билимович [5], Лонгли [48].
В дальнейшем идеи П.В.Воронца получили развитие в работах малоизвестного для западной науки
киевского механика Ю. Д. Соколова [91, 92, 93], который интегрируемости задачи N тел. В частности, он
нашел интегрируемый случай задачи трех тел на прямой, когда взаимодействие между телами описывается
потенциалом U(r) = Ar2 + Br−2 + Cr4, а также показал, что при C = 0 эта задача интегрируется
в эллиптических функциях. Развитие результатов Соколова имеется в работе Егервари [81].
Отдельным интересным исследованием, посвященным задаче N тел при α = −2, является работа
Шази [18]. Шази исследует устойчивость задачиN тел, попутно перенося на случайα = −2 классическую
теорию Зундмана. Эта статья содержит также любопытные исторические замечания.
Надо сказать, что в небесной механике случай потенциала степени однородностиα = −2 существен-
но выделяется и требует особого рассмотрения при изучении центральных и гомографических конфигу-
раций (см., например, книгу Д. Саари [58]). Кроме того, еще А. Уинтнер [65] показал, что для такого ро-
да потенциала группа Галлилея является подгруппой всех «инерциальных» преобразований, содержащих
время. Этим он, в частности, объяснял существование дополнительных интегралов движения, найденных
Якоби для рассматриваемого потенциала.
Отметим, что потенциалы степени однородностиα = −2, имеющие другую форму, возникают в зада-
че о движении газообразных эллипсоидов [23, 24]. Интересно, что в этом случае так же, как и для небесной
механики, работает рассмотренная ниже процедура редукции, с помощью которой мы показываем инте-
грируемость ряда задач.
Приведем теперь наиболее общий вид интеграла (2.7), обобщающий как случай Яко-
би (2.11), так и результат Албуи и Шенсине1.
Теорема 5. Натуральная система (2.1) с потенциалом
U(r) = U−2(r) + V (I) (2.12)
допускает первый интеграл движения
J = 2I(H − V )− (r , p)2. (2.13)
1Это и некоторые другие обобщения более подробно изложены в разделе 6
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Доказательство.
Вычислим вторую производную I по времени в силу рассматриваемой системы
I¨ = 4(H − V )− 4I ∂V
∂I
. (2.14)
На фиксированном уровне интеграла энергии H = const снова получаем систему с одной степе-
нью свободы и уравнением ньютоновского типа. При этом интеграл (2.13) с точностью до кон-
станты совпадает с энергией системы (2.14), а явная зависимость I(t) задается квадратурой
t+ t0 =
∫
d I
2
√−J + 2I(H − V ) . (2.15)
2.2. Процедура редукции
Еще раз отметим, что классическая процедура редукции, которая проводится в общей фор-
ме, основываясь на теореме Ли–Картана, тесно связана с наличием линейных по импульсам ин-
тегралов, теоремой Нётер и алгеброй Ли скобок Пуассона первых интегралов. Эта процедура
хорошо изучена и проработана (см.,например, [74, 49, 76]). Здесь мы систематически обсудим
новый тип редукции, который имеет негамильтонов характер и существенно отличается от клас-
сической процедуры. Проблема конструктивной редукции при наличии квадратичных по импуль-
сам первых интегралов в общем случае является очень сложной и, видимо, не может быть разре-
шена. Но в некоторых частных случаях процедура, оказывается, может быть доведена до конца.
Таким образом, интеграл (2.13) позволяет выполнить редукцию уравнений движения на од-
ну степень свободы. Впервые неявным образом это было сделано Якоби при интегрировании
системы (2.11). В дальнейшем процедура редукции обсуждалась рядом авторов [1, 24] в свя-
зи с исследованием различных конкретных динамических систем. В частности, Б. Гаффе привел
такую редукцию для системы трех одинаковых тел на прямой в потенциале U = (x1x2x3)−2/3,
возникающей при исследовании задачи о расширении эллипсоидального газового облака. От-
метим, что в указанных работах редукция, как правило, проводилась в несимметричном виде,
существенно связанном с локальными координатами рассматриваемой системы.
Приведем здесь наиболее симметричный вид данной редукции, обобщенный нами на случай
произвольной системы с потенциалом вида (2.12).
Теорема 6. Натуральная система вида (2.1) с потенциалом (2.12) допускает редук-
цию на одну степень свободы с помощью замены времени и координат
d t = Id τ, qi =
√
mi
I
ri, q , r ∈ RN . (2.16)
Уравнения движения в новых переменных описывают движении материальной точки
по (N − 1)-мерной сфере (q , q) = 1
q ′′ = −∂U˜−2
∂q
+ λq , (2.17)
где λ = (q ,
∂U˜−2
∂q
)− q ′2 — неопределенный множитель Лагранжа,
U˜−2(q) = IU−2(r) = U−2(
qi√
mi
), (2.18)
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а штрих обозначает дифференцирование по новому времени. При этом интеграл (2.13)
принимает вид
J = q ′2 + 2U˜−2(q) (2.19)
и с точностью до константы совпадает с полной энергией приведенной системы.
Доказательство теоремы проводится с помощью прямой подстановки (2.16) в уравнения
движения и интеграл (2.13).
Гамильтоново представление системы (2.17)получается с помощью преобразования Ле-
жандра на сфере для функции Лагранжа вида
L = 1
2
q ′2 − U˜−2(q).
При этом интеграл (2.19) с точностью до множителя совпадает с гамильтонианом приведенной
системы.
Отметим, что приведенная процедура редукции отличается от классического понижения по-
рядка по Раусу и связана со скрытой симметрией системы в расширенном (включающем время)
фазовом пространстве. Действительно, после замены (2.16) интеграл J становится гамильтони-
аном приведенной системы, тогда как при стандартной редукции Рауса гамильтониан системы не
меняется, а лишь параметрически зависит от значения первого интеграла.
Рассмотрим отдельно случай N = 3 движения трех тел по прямой. В этом случае уравне-
ния приведенной системы (2.17) описывают движение материальной точки по двумерной сфере
S2, и, в силу хорошо известной аналогии с динамикой твердого тела [75], их можно представить
в гамильтоновом виде со скобкой Пуассона, определяемой алгеброй e(3). Действительно, введем
новые переменные M = q × q ′, γ = q . Гамильтониан в этих переменных имеет вид
H = 1
2
M 2 + U˜−2(γ), (2.20)
а скобки Пуассона
{Mi, Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {γi, γj} = 0 (2.21)
являются вырожденными и обладают двумя функциями Казимира (M , γ) = c и (γ, γ) = 1.
Уравнения, задаваемые (2.20) и (2.21), при этом совпадают с уравнениями движения шарового
волчка в потенциале U˜−2(γ). Кроме того, в рассматриваемом случае необходимо выполняется
(M , γ) = 0. Таким образом, справедливо следующее утверждение.
Утверждение 2. Задача о движении трех тел на прямой, взаимодействие которых
описывается потенциалом вида (2.12), с помощью замены (2.16) приводится к задаче о
движении шарового волчка в потенциале U˜−2(γ) = U−2(
γi√
mi
) на нулевом уровне инте-
грала площадей c = (M, γ) = 0.
Заметим также, что приведенная система на сфере (2.17) не содержит слагаемого V (I), вхо-
дящего в исходный потенциал (2.12). Таким образом, натуральные системы с различными до-
бавками V (I) редуцируются к одной и той же системе на сфере, и, следовательно, справедливо
следующее следствие.
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Следствие 1. Натуральная система вида (2.1) с потенциалом U(r) = U−2(r) + V (I)
с точностью до дополнительной квадратуры эквивалентна системе без дополнитель-
ного слагаемого V (I).
Это следствие обобщает результат А. М. Переломова [54] о том, что система одинаковых
частиц на прямой с потенциалом U(r) = U−2(r) + ω2r2 эквивалентна такой же системе без
квадратичного слагаемого в потенциале. Данное утверждение было им доказано с помощью за-
мены времени и замены переменной, зависящей от времени и связанной с фиктивным переходом
во вращающуюся систему координат.
Укажем интересный факт, который пригодится нам в дальнейшем. В случае движения трех
тел равных масс m1 = m2 = m3 = m по прямой или, что то же самое, движения одного тела
в R3, преобразование (2.16) не изменяет вектор кинетического момента M , то есть выполняется
равенство
M = mr × r˙ = q × q ′. (2.22)
Таким образом, переменные M являются наиболее удобными для явного выполнения редук-
ции (2.16)
2.3. Система Росохатиуса
Рассмотрим в качестве примера систему Росохатиуса [57], описывающую движение мате-
риальной точки по двумерной сфере S2, с гамильтонианом
H = 1
2
(M1
2 +M2
2 +M3
2) +
c1
γ1
2
+
c2
γ2
2
+
c3
γ3
2
. (2.23)
Соответствующие уравнения движения на алгебре e(3) на уровне (M ,γ) = 0 обладают тремя
квадратичными по импульсам интегралами (см., например, [77])
Ki =
1
2
Mi
2 +
cjγk
2
γj
2
+
ckγj
2
γk
2
, где i = 1 . . . 3. (2.24)
Коммутация этих интегралов на уровне (M ,γ) = 0 приводит к еще одному, уже кубическому по
импульсам интегралу
F = M1M2M3 − γ1γ2γ3
(
c1M1
γ1
3
+
c2M2
γ2
3
+
c3M3
γ3
3
)
. (2.25)
Можно показать, что среди этих интегралов только три являются независимыми. Таким образом,
данная система является суперинтегрируемой, что было показано Ю. Мозером в работе [51] для
более общего случая — задачи Неймана с добавками Росохатиуса.
Сделаем теперь замену переменных, обратную к (2.16). После чего, в силу аналогии системы
на сфере и задачи о движении N тел на прямой (см. теорему 6), получим задачу о движении трех
тел на прямой с гамильтонианом
H = 1
2
(
p1
2
m1
+
p2
2
m2
+
p3
2
m3
) +
c∗1
r21
+
c∗2
r22
+
c∗3
r23
, (2.26)
которая разделяется на три одностепенных системы.
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2.4. Система Гаффе
В качестве еще одного примера рассмотрим задачу о движении трех одинаковых тел по пря-
мой, гамильтониан которой имеет вид
H = 1
2
(p21 + p
2
2 + p
2
3) +
c
(x1x2x3)
2/3
. (2.27)
Впервые данная система была рассмотрена Б. Гаффе в связи с исследованием частного слу-
чая задачи о расширении эллипсоидального газового облака [24]. В этой работе он свел рас-
сматриваемую систему к задаче о движении частицы по двумерной сфере и указал дополнитель-
ный интеграл движения, кубичный по импульсам. Пара Лакса для данной задачи была найдена
А. В. Цыгановым в работе [94]. В более поздней работе Б. Гаффе [25] к первоначальной модели
было добавлено вращение облака вокруг одной из главных осей инерции. Для получающейся при
этом системы на сфере он указал новый интеграл движения шестой степени по импульсам. И на-
конец, наиболее общий результат Б. Гаффе, изложенный в работах [26, 27], заключается в том,
что задача о расширении произвольно вращающегося безвихревого эллипсоидального газового
облака является интегрируемой. Для этой задачи им были указаны два дополнительных интегра-
ла шестой степени по импульсам.
Как видно из (2.27), потенциал системы Гаффе является однородной функцией степени од-
нородности α = −2. Следовательно, система допускает интеграл (2.7) и может быть сведена
к системе на сфере с помощью замены (2.16). Интересно, что спустя сто лет после Якоби неав-
тономный интеграл вида (2.4) для данной задачи был независимо указан в работе [73].
Гамильтониан приведенной системы в переменных M , γ записывается следующим образом:
H = 1
2
(M1
2 +M2
2 +M3
2) + c
(γ1γ2γ3)
2/3
, (2.28)
а дополнительный, кубичный по импульсам интеграл —
F3 = M1M2M3 − 2
c (γ2γ3M1 + γ1γ3M2 + γ1γ2M3)
(γ1γ2γ3)
2/3
. (2.29)
Интеграл (2.29) приведен Гаффе только для системы (2.27) на сфере. Таким образом, для
исходной системы им была показана только интегрируемость в квадратурах. Чтобы показать ин-
тегрируемость полной системы (2.27) по Лиувиллю, необходимо указать для нее дополнительный
третий интеграл движения (помимо (2.7)), обобщающий интеграл (2.29) в исходных переменных
p, x . Для этого с помощью преобразования, обратного к (2.16), запишем интеграл (2.29) для
полной системы трех тел на прямой (2.27)
F3 =
1
2
(−p2x3 + p3x2) (p2x1 − p1x2) (p3x1 − p1x3)−
−c
(
x1p1
(
x22 − x23
)
+ x2p2
(
x23 − x21
)
+ x3p3
(
x21 − x22
))
(x1x2x3)
2/3
.
(2.30)
С помощью непосредственных вычислений легко показать, что интегралы (2.7) и (2.30) комму-
тируют друг с другом. Таким образом, справедлива следующая
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Теорема 7. Система (2.27) допускает два дополнительных интеграла движения
в инволюции (2.7) и (2.30) и, следовательно, интегрируема по Лиувиллю.
Приведем теперь обобщение системы (2.28), указанное Гаффе и обладающее интегралом
шестой степени по импульсам. Соответствующий гамильтониан системы на сфере имеет вид
H = 1
2
(M1
2 +M2
2 +M3
2) + c
(γ1γ2γ3)
2/3
+
a
(
γ2
2 + γ3
2
)(
γ2
2 − γ32
)2 , (2.31)
а дополнительный интеграл
F6 = (F3N + Fa)
2 + 4
f
(
γ2
2θ + 2 cγ1
2
) (
γ3
2θ + 2 cγ1
2
)
γ1
4
, (2.32)
где
F3N = N1N2N3 − 2 c(N1 +N2 +N3), f = 2
a (γ1γ2γ3)
2/3 γ1
2(
γ2
2 − γ32
)2 ,
Fa = N1f, θ = N2N3 − 2 c+ f, Ni = 3√γ1γ2γ3Miγi .
(2.33)
Так же, как и выше, проведем преобразование, обратное к (2.16), и получим интегрируемую по
Лиувиллю систему в R3 с гамильтонианом
H = 1
2
(p21 + p
2
2 + p
2
3) +
c
(x1x2x3)
2/3
+
a
(
x22 + x
2
3
)(
x22 − x23
)2 . (2.34)
Данная система обладает двумя дополнительными интегралами. Первый из них — интеграл Яко-
би (2.7), а второй — интеграл (2.32), в котором γi необходимо заменить на xi, и, в силу инвари-
антности моментов относительно замены (2.7) (см. равенство (2.22)), просто выразить Mi через
импульсы pi стандартным образом M = r × p.
3. ЗадачаN тел с однородным потенциалом степени−2,
зависящим от взаимных расстояний
3.1. Алгебра интегралов
Рассмотрим задачу N тел, потенциал взаимодействия между которыми зависит только от
взаимных расстояний и одновременно является однородной функцией степени однородностиα =
= −2, то есть
H = 1
2
∑ p2i
mi
+ U−2(|ri − rj|). (3.1)
Частным случаем такой задачи является система трех тел на прямой, интегрируемость которой
на нулевом уровне интеграла энергии была показана в работах [86, 83]. Рассмотрим теперь об-
щую задачу движения N тел в трехмерном пространстве R3. В этом случае справедлива следу-
ющая
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Теорема 8. Система (3.1), описывающая движениеN тел в R3 с однородным потен-
циалом взаимодействия степени однородности α = −2, допускает десять функцио-
нально независимых автономных интегралов движения.
P =
∑
pi, S = P
N∑
i=1
(ri, pi)− 2H
N∑
i=1
miri,
M =
∑
i
ri × pi, J = 2IH −
(
N∑
i=1
(ri, pi)
)2
.
(3.2)
Доказательство.
Для рассматриваемого потенциала уравнения (1.1) обладают неавтономными интегралами
движения
c = R− P∑
mi
t, a = 2
N∑
i=1
(ri, pi)− 4Ht,
b = 2Ht2 − 2
N∑
i=1
(ri, pi)t+ I.
(3.3)
Исключая время из различных пар интегралов a и ci, помимо интегралов (1.6) и (2.7), получим
еще три новых автономных интеграла:
S = P
N∑
i=1
(ri, pi)− 2H
N∑
i=1
miri. (3.4)
Интегралы P и S и найденные ранее интегралы Q (1.6) не являются независимыми и связаны
следующим образом:
P × S = 2H
N∑
i=1
miQ . (3.5)
Таким образом, в качестве независимых лучше всего выбрать интегралы (3.2). Отсутствие до-
полнительных связей между ними легко показать, явно посчитав соответствующий якобиан.
Скобки Пуассона интегралов (3.2) имеют вид
{Mµ, Mν} = εµνρMρ, {Mµ, Sν} = εµνρSρ, {Mµ, Pν} = εµνρPρ, {Mµ, J} = 0,
{Sµ, Sν} = SµPν − PµSν , {Sµ, Pν} = PµPν − 2H
(∑
mi
)
δµν , {Sµ, J} = −2JPµ,
{Pµ, Pν} = 0, {Pµ, J} = 2Sµ.
(3.6)
Как видно из (3.6), получившаяся алгебра интегралов является квадратичной. Ранг этой пуассо-
новой структуры равен восьми, следовательно, данная алгебра обладает двумя функциями Ка-
зимира
K1 = (P × S − 2H
(∑
mi
)
M )2,
K2 = S
2 + JP2 − 2(M , P × S) + 2H
(∑
mi
)
(M 2 − J).
(3.7)
Таким образом, справедлива следующая
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Теорема 9. Уравнения движения (1.1), описывающие движение N тел в R3 с потен-
циалом парного взаимодействия, являющимся однородной функцией степени однород-
ности α = −2, допускают редукцию на шесть степеней свободы с помощью интегра-
лов (3.2).
Для доказательства теоремы достаточно предъявить шесть первых интегралов в инволю-
ции. В качестве двух из них берутся функции Казимира (3.7), а оставшиеся четыре вводятся как
координаты Дарбу на уровне функций Казимира алгебры интегралов, что всегда можно сделать
по теореме Дарбу–Вейнстейна.
Выполнив аналогичные вычисления для R2, можно показать, что плоская задача N тел
может быть редуцирована на четыре степени свободы. Таким образом, она сводится к системе
с двумя степенями свободы. Соответствующая конструктивная процедура редукции для задачи
трех тел с потенциалом
U =
3∑
i<j=1
aij
(ri − rj)2
, ri ∈ R2 (3.8)
приведена в разделе 6. Там же с помощью построения отображения Пуанкаре показана неин-
тегрируемость полученной системы. Напомним, что ранее для данной задачи было показано [35]
лишь отсутствие мероморфных интегралов движения для частного случая m1 6= m2 = m3 =
= 1, ai,j = 1.
4. Задача Якоби на прямой
4.1. Интегрируемость и суперинтегрируемость
Рассмотрим в качестве примера задачу Якоби о движении трех тел на прямой с потенциалом
вида
U =
3∑
i<j=1
aij
(xi − xj)2
. (4.1)
Интегрируемость данной задачи для частного случая aij = γmimj была показана Якоби в ра-
боте [33], где он указал разделяющие переменные. Позднее рассмотрение вопросов кванто-
вания [13] привело Ф. Калоджеро к задаче о движении N тел по прямой с рассматриваемым
потенциалом взаимодействия. Интегрируемость этой задачи в случае равных масс и констант
взаимодействия была показана Ю. Мозером с помощью построения пары Лакса [50]. Инте-
грируемость аналогичных задач с потенциалами взаимодействия более сложного вида, в част-
ности, связанных с системами корней полупростых алгебр Ли, была рассмотрена в рабо-
тах [15, 16, 52, 53, 66, 44].
В дальнейшем интерес к этой задаче вознобновился уже в связи с вопросом ее суперин-
тегрируемости, то есть наличия избыточного числа первых интегралов. Отметим, что в послед-
нее время вопрос о суперинтегрируемости гамильтоновых систем активно обсуждается как ма-
тематиками, так и физиками. В связи с этим укажем работы Ранады [56], Гонера [30], Войце-
ховского [67], Винтерница [61], Козлова и Федорова [87]; следует отметить, что многие работы
значительно перекрывают друг друга. Этот интерес обусловлен различными приложениями, как
в классической, так и в квантовой механике. Это связано с тем, что ввиду замкнутости орбит су-
перинтегрируемые системы допускают наиболее простое квантование. В последнее время были
найдены суперинтегрируемые системы, обладающие достаточно сложными интегралами движе-
ния. Среди них следует отметить открытые цепочки Тоды, суперинтегрируемость которых была
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недавно указана Домиану [22], а также суперинтегрируемые системы, связанные с задачами рас-
сеяния [64], хотя значение такой суперинтегрируемости для исследования процесса рассеяния
пока неясно. В конце раздела мы приводим некоторую гипотезу об общем виде суперинтегриру-
емых систем с интегралами сколь угодно высокой степени по импульсам.
Обобщенный нами на случай произвольных масс и констант взаимодействия полный набор
интегралов (3.2) выглядит следующим образом:
H = 1
2
3∑
i=1
p2i
mi
+
3∑
i<j=1
aij
(xi − xj)2
, P =
3∑
i=1
pi,
S = P
3∑
i=1
xipi − 2H
3∑
i=1
mixi, J = 2H
3∑
i=1
mix
2
i − (
3∑
i=1
xipi)
2.
(4.2)
В случае m1 = m2 = m3 = 1 и a12 = a13 = a23 = a к ним добавляется еще один кубический по
импульсам интеграл
F = p1p2p3 −
3∑
i<j=1
apk
(xi − xj)2
. (4.3)
Таким образом, в этом случае система трех тел является суперинтегрируемой, или максимально
суперинтегрируемой. Заметим, что в работе [61] указывается суперинтегрируемость, а в рабо-
те [4] — суперразделимость рассматриваемой задачи без использования интеграла третьей сте-
пени. Однако, как было позднее отмечено в [62], суперинтегрируемость невозможно установить
без использования этого интеграла. Отметим, что, в отличие от рассматриваемого случая, в си-
стеме Росохатиуса (2.26) (которая получается из данной при помощи редукции по теореме 6) для
суперинтегрируемости достаточно квадратичных по импульсам интегралов.
Заметим также, что кубические интегралы (2.25), (4.3) и (2.29) для разных систем довольно
схожи друг с другом. Было бы интересно получить некую универсальную форму данного инте-
грала и условие на потенциал, при котором данный интеграл может существовать.
4.2. Редукция к системе на сфере
Рассмотрим теперь систему на сфере S2, получающуюся из задачи Якоби после преобразо-
вания (2.16). Как было сказано выше, интеграл J при преобразовании становится гамильтониа-
ном системы на сфере и принимает вид
H˜ = J/2 = 1
2
M 2 + V (γ), (4.4)
где
V (γ) = IU(x ) =
3∑
i<j=1
a∗ij
(γi
√
mj − γj√mi)2
. (4.5)
Остальные интегралы преобразуются следующим образом:
H = H˜
I
+ I
′2
8I3
, P = 1√
I
3∑
i=1
√
miγ
′
i +
I ′
2I3/2
3∑
i=1
√
miγi,
S = I
′
2I3/2
3∑
i=1
√
miγ
′
i − 2H˜√
I
3∑
i=1
√
miγi,
(4.6)
где f ′ = d f
d τ
.
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Как видно из (4.6), интегралы H, P и S после замены становятся неавтономными, так как
зависят от величин I и I ′. В свою очередь, зависимость этих величин от нового времени можно
получить, используя соотношение (2.4) и замену времени, входящую в (2.16). В общем случае из
неавтономных интегралов (4.6) можно построить один автономный интеграл:
G =
S2 + JP 2
2E
= 2H˜
(
3∑
i=1
√
miγi
)2
+
(
3∑
i=1
√
miγ
′
i
)2
. (4.7)
Таким образом, после редукции (2.16) мы получили интегрируемую систему на сфере, обладаю-
щую дополнительным первым интегралом (4.7). Более того, можно сформулировать следующее
утверждение.
Утверждение 3. Любая система на сфере с гамильтонианом вида (4.4) и потенциа-
лом, являющимся однородной функцией степени однородности −2, зависящим от раз-
ностей (γi − γj), i, j = 1 . . . 3, является интегрируемой и обладает дополнительным ин-
тегралом (4.7).
4.3. Задача Якоби как суперпозиция гуковских центров на сфере и ее
обобщения
Как было указано в п.4.1, в случае m1 = m2 = m3 = 1 и a12 = a13 = a23 = a исход-
ная система обладает дополнительным интегралом третьей степени (4.3). Для того чтобы «опу-
стить» этот интеграл на сферу, рассмотрим нулевой уровень интеграла P . На нулевом уровне P
радиус-вектор центра масс R становится первым интегралом, и после замены (2.16) становится
справедливо равенство
R = const =
√
I∑
mi
3∑
i=1
√
miγi. (4.8)
Взяв производную от (4.8) по новому времени, можно выразить I и I ′ в зависимости от новых
переменных:
1√
I
=
3∑
i=1
√
miγi
R
∑
mi
, I
′
I3/2
= −2
3∑
i=1
√
miγ
′
i
R
∑
mi
. (4.9)
Подставив получившиеся выражения в интеграл F , записанный в новых переменных, с точно-
стью до констант получим
F =
3∏
i=1
3∑
j=1
(γ′iγj − γiγ′j)− a
(
3∑
i=1
γi
)2 3∑
i>j,k 6=i,j
3∑
l=1
(γ′kγl − γkγ′l)
(γi − γj)2
. (4.10)
Рассмотрим подробнее получившуюся систему на сфере в случае равных масс и констант
взаимодействия m1 = m2 = m3 = 1 и a12 = a13 = a23 = a. Для этого повернем систему
координат так, чтобы вектор (1,1,1) принял вертикальное положение
γ˜1 =
1√
2
(γ1 − γ2), γ˜2 = 1√
6
(γ1 + γ2 − 2γ3), γ˜3 = 1√
3
(γ1 + γ2 + γ3). (4.11)
Опустив тильды, запишем гамильтониан в новых переменных следующим образом:
H = 1
2
M 2 + a
2
(
3∑
i=1
1
(ri, γ)
2
)
, (4.12)
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где
r1 = (1, 0, 0), r2 = (1/2, −
√
3/2, 0), r3 = (−1/2, −
√
3/2, 0). (4.13)
Как видно из (4.12), задача Якоби представляет собой не что иное, как задачу о движении точки
по сфере в поле трех одинаковых гуковских центров, расположенных на экваторе в углах пра-
вильного треугольника. Под гуковским центром на сфере мы понимаем потенциал вида 1
(ri, γ)
2
,
который пропорционален квадрату тангенса углового расстояния от частицы до центра.
Более общий случай движения частицы на сфере в поле N гуковских центров, расположен-
ных на одном экваторе, рассматривался в работе [9]. В частности, была показана интегриру-
емость данной задачи для произвольного числа гуковских центров различных интенсивностей,
а также указан дополнительный первый интеграл движения, являющийся частным случаем ин-
теграла (4.7).
В связи с приведенной аналогией суперинтегрируемой задачи Якоби и задачи о движении
тела в поле трех гуковских центров возникает следующая гипотеза.
Гипотеза 1. Задача о движении частицы по сфере в поле 2N + 1 одинаковых гуков-
ских центров, расположенных в углах правильного (2N + 1)-угольника, допускает два
независимых первых интеграла движения и является суперинтегрируемой. При этом
первый из интегралов имеет вид (4.7), а второй является полиномом (2N + 1)-ой степе-
ни по импульсам.
В подтверждение этой гипотезы нами был проведен ряд численных экспериментов. По их
результатам с достаточной степенью достоверности можно говорить о правильности гипотезы
для случая пяти и семи гуковских центров.
4.4. Задача Эйлера–Якоби
Приведем еще одно интересное обобщение задачи Якоби. В работе [28] была рассмотрена
система многих частиц с гамильтонианом
H = 1
2
N∑
i=1
p2i +
N∑
i<j=1
µ2ij
(xi − xj)2
, (4.14)
где константы взаимодействия µij теперь являются динамическими переменными, а соответству-
ющая пуассонова структура в случае N = 3 имеет вид
{µi, µj} = eijkµk, {µi, xj} = 0, {µi, pj} = 0,
{xi, pj} = δij , {pi, pj} = 0, {xi, xj} = 0,
(4.15)
где, как обычно, введены обозначения µij = eijkµk. В статье [28] авторы доказали интегрируе-
мость этой системы, указав для нее представление Лакса. Позднее С.Войцеховский показал су-
перинтегрируемость данной задачи [68], а в ряде работ [6, 7, 2, 43] для данной задачи и некоторых
ее обобщений был разработан R-матричный формализм. В дальнейшем подобного рода введе-
ние дополнительной внутренней степени свободы было сделано и для других обобщений системы
Калоджеро–Мозера, в том числе и для потенциалов, связанных с системами корней полупро-
стых алгебр Ли. Наиболее полное изложение этих результатов можно найти в работе [45]. Также
следует отметить, что частный случай такого потенциала связанный с алгеброй D3, рассматри-
вался в работах [29, 38] в связи с исследованием четырехмерной SU(2)-теории Янга–Милса
в предположении о пространственной однородности калибровочного поля.
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Несложно показать, что наличие дополнительных степеней свободы системы (4.14) не пре-
пятствует редукции на основе теоремы 6 п. 2.2. Таким образом, применив указанную теорему, мы
получим новую суперинтегрируемую систему с гамильтонианом
H = 1
2
M 2 +
3∑
i<j=1
µ2ij
(γi − γj)2
, (4.16)
определенную на прямом произведении e(3)× so(3), то есть
{Mi, Mj} = eijkMk, {Mi, γj} = eijkγk, {Mi, µj} = 0,
{µi, µj} = eijkµk, {µi, γj} = 0, {γi, γj} = 0.
(4.17)
Рассмотрим обобщение данной системы, добавив в потенциал произвольные константы
взаимодействия: aij
H = 1
2
M 2 +
3∑
i<j=1
aijµ
2
ij
(γi − γj)2
. (4.18)
Получившаяся система обладает тремя функциями Казимира γ2, (M , γ), µ2 и как минимум од-
ним интегралом движения (4.7), что позволяет редуцировать эту систему к двум степеням сво-
боды. Естественно предположить, что какие-то комбинации, включающие оставшиеся три ин-
теграла системы (4.14), могут остаться интегралами и для обобщенной системы (4.18). Однако
этот вопрос пока остается открытым.
5. Задача Якоби на плоскости
Рассмотрим задачу трех тел на плоскости с гамильтонианом
H = 1
2
3∑
i=1
p2i
mi
+
∑
i>j
aij
(ri − rj)2
, ri, pi ∈ R2. (5.1)
Как было показано в п. 3, данная система обладает шестью первыми интегралами движения
P =
3∑
i=1
pi, S = P
3∑
i=1
(ri,pi)− 2H
3∑
i=1
miri,
M =
3∑
i=1
(xipyi − yipxi), J = 2IH − (
3∑
i=1
(ri,pi))
2,
(5.2)
где I =
3∑
i=1
mir
2
i — центральный момент инерции системы тел. Докажем следующую теорему
о редукции рассматриваемой системы.
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Теорема 10. Система (5.1) допускает редукцию на четыре степени свободы с помо-
щью интегралов (5.2). Гамильтониан редуцированной системы имеет вид
H = 1
2
p2θ +
1
2
(pψ +M)
2
sin2 θ
+ 1
2
(pψ −M)2
cos2 θ
+
µ1a12
cos2 θ
+
+
µ2m
2
1a13
m21 sin
2 θ + µ1µ2 cos
2 θ +m1
√
µ1µ2 sin 2θ cosψ
+
+
µ2m
2
2a23
m22 sin
2 θ + µ1µ2 cos
2 θ −m2√µ1µ2 sin 2θ cosψ
,
(5.3)
где θ ∈ (0, pi
2
), ψ ∈ [0, pi), µ1 = m1m2m1 +m2 , µ2 =
(m1 +m2)m3
m1 +m2 +m3
.
Доказательство.
Для доказательства теоремы проведем ряд последовательных преобразований.
1. Редукция по интегралам P и S выполняется с помощью классического перехода к бари-
центрическим координатам (координатам Якоби):
r˜i = ri+1 −Ri, где Ri =
i∑
k=1
mkrk
/ i∑
k=1
mk, i = 1..2.
2. Редукция по интегралу момента импульса M осуществляется следующим образом: перей-
дем к полярным координатам r˜i = (ρi cosϕi, ρi sinϕi) и и сделаем замену переменных ϕ =
= ϕ1 + ϕ2, ψ = ϕ1 − ϕ2. При этом ϕ — циклическая переменная, соответствующая инте-
гралу M = pϕ. Исключая ее, получим редуцированную систему.
3. Редукция по интегралу Якоби J проводится с помощью применения теоремы 6 п. 2.2 к ча-
сти фазовых переменных (ρ1 и ρ2). При этом необходимо сделать следующую замену пере-
менных и времени:
ρ1 =
√
I
µ1
cos θ, ρ2 =
√
I
µ2
sin θ, dt = Idτ.
Непосредственными вычислениями можно показать, что в результате проведенных преобразо-
ваний получим гамильтонову систему с двумя степенями свободы и гамильтонианом (5.3).
Рассмотрим теперь вопрос об интегрируемости полученной двухстепенной системы (5.3).
На рис. 1 приведено соответствующее отображение Пуанкаре. В качестве плоскости сечения
выбрана плоскость θ = pi
4
. Как видно из рисунка, даже в случае равных масс mi = 1 и равных
констант взаимодействия aij = 1 на нулевом уровне интеграла момента M = 0 фазовый портрет
содержит хаотический слой. Таким образом, построенное отображение Пуанкаре может служить
компьютерным доказательством неинтегрируемости системы (5.3).
6. Обобщение тождества Лагранжа и интеграла Якоби
Рассмотрим систему c гамильтонианом
H = 1
2
∑ p2i
mi
+ U−2(|ri − rj |) + V (I, R), ri, pi ∈ Rn, (6.1)
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Рис. 1. Отображение Пуанкаре системы (5.3) при m1 = m2 = m3 = a12 = a23 = a13 = 1 на нулевом
уровне интеграла момента M = 0 и уровне энергии H = 3.8. В качестве плоскости сечения выбрана
плоскость θ = pi
4
где U−2(|ri − rj|) — однородная функция степени однородности α = −2, зависящая только
от взаимных расстояний |ri − rj|, i, j = 1..N , а V (I, R) — произвольная функция момента
инерции I и радиус-вектора центра масс R. Запишем уравнения эволюции I и R, обобщающие
тождество Лагранжа (2.3): 
I¨ = 4(H − V )− 4I ∂V
∂I
− 2(R, ∂V
∂R
),
R¨ = −2∂V
∂I
R − 1µ
∂V
∂R
,
(6.2)
где µ =
∑
mi — суммарная масса всех тел. Как видим, получившиеся уравнения отделились
от общей системы и могут быть проинтегрированы отдельно. Следующая теорема описывает ряд
частных случаев функции f(I, R), при которых система (6.2) (а следовательно, и общая система)
допускает дополнительные интегралы движения.
Теорема 11. Система (6.1) допускает дополнительные интегралы движения в сле-
дующих случаях:
1. При V (I, R) = f(I) система (6.1) допускает дополнительные интегралы
J = 4(H − f)I − 1
2
I˙2,
Gi = IP
2
i − µPiRiI˙ + 2µ2R2i (H − f), i = 1..n,
(6.3)
где P = µR˙.
2. При V (I, R) = kI+f(R), где k — произвольный параметр, система (6.1) допускает
дополнительный интеграл
F = 1
2
P2 + kR2 + 1µf(R). (6.4)
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3. При V (I, R) = f(x) + g(R), где введена новая переменная x = µI − µ2R2, систе-
ма (6.1) допускает дополнительные интегралы
F1 =
1
2
R˙2 + 1µg(R),
F2 =
1
2
x˙2 − 4µx(H − f(x)− µF1).
(6.5)
Доказательство.
1. Существование первого интеграла (6.3) следует из теоремы 5 п. 2 настоящей статьи. А ин-
тегралы Gi являются аналогами интеграла (4.7) для различных пар уравнений
I¨ = 4(H − f)− 4I ∂f
∂I
,
R¨i = −2∂f
∂I
Ri,
(6.6)
на которые в данном случае разделяется система (6.2).
2. В этом случае второе из уравнений (6.2) принимает вид уравнения Ньютона
R¨ = −2kR − 1µ
∂f
∂R
(6.7)
и допускает очевидный интеграл энергии (6.4).
3. Запишем уравнения (6.2) в переменных x, R:
x¨ = 4µ(H − f(x)− g(R)) − 4µx∂f
∂x
− 2µ2R˙2,
R¨ = − 1µ
∂g
∂R
.
(6.8)
Как и в предыдущем пункте, второе уравнение допускает интеграл энергии
F1 =
1
2
R˙2 + 1µg(R). (6.9)
Выразив R˙2 через полученный интеграл F1 и подставив в первое уравнение (6.8), опять
получим уравнение типа Ньютона
x¨ = 4µ(H − f(x)− x∂f
∂x
− µF1), (6.10)
которое допускает интеграл
F2 =
1
2
x˙2 − 4µx(H − f(x)− µF1). (6.11)
Приведем теперь ряд результатов по интегрируемости некоторых задач о движении N тел
на прямой, следующих из изложенной выше теоремы.
Следствие 1. Задача трех тел на прямой с потенциалом U = U−2(|xi − xj |) + f(I)
допускает два дополнительных интеграла движения и является интегрируемой.
Следствие 2. Задача двух тел на прямой с потенциаломU = U−2(|x1−x2|)+kI+f(R)
допускает дополнительный интеграл движения и является интегрируемой.
Следствие 3. Задача трех тел на прямой с потенциалом U = U−2(|xi − xj|) + f(x) +
+g(R) допускает два дополнительных интеграла движения и является интегрируемой.
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